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Андрей Л. Таргонский, Ирина И. Таргонская
(Представлена В. Я. Гутлянским)
Аннотация. Результаты этой работы получены в хорошо изве-
стном направление геометрической теории функций комплексного
переменного – экстремальным задачам на классах непересекающи-
хся областей. Его начало положено с классической работы Лаврен-
тьева [1], в которой, в частности, был впервые решена задача о прои-
зведении конформных радиусов двух непересекающихся областей.
Сейчас этот раздел геометрической теории функций комплексного
переменного испытывает активное развитие. Основные классические
результаты можно найти в работах [2–8]. С некоторыми другими ре-
зультатами можно ознакомиться в работах [9–13]. Результаты этой
работы усиливают некоторые результаты работы [7].
2010 MSC. 30C70, 30C75.
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1. Основные определения
Пусть N, R; C — множество натуральных, действительных и ком-
плексных чисел, соответственно, C := C
Sf1g, R+ = (0;1).
Тогда пусть, l;m; d 2 N; причем m = ld. Рассмотрим набор нату-
ральных чисел fmkglk=1 таких, что
lX
k=1
mk = m: (1.1)
Системы точек
Al;d :=

ak;p 2 C : k = 1; l; p = 1;mk
	
;
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будем называть обобщенными (l; d)-равномерно лучевыми системами
точек, если Al;d удовлетворяет условию (1.1), и для всех k = 1; l;
p = 1;mk справедливы соотношения:
0 < jak;1j < : : : < jak;mk j <1;
arg ak;1 = arg ak;2 = : : : = arg ak;mk =
2
l (k   1):
(1.2)
Для произвольной обобщенной (l; d)-равномерно лучевой системы
точек Al;d рассмотрим набор областей fPkglk=1, где
Pk :=

w 2 Cnf0g : 2
l
(k   1) < argw < 2
l
k

; k = 1; l:
Введем в рассмотрения для произвольной обобщенной (l; d)-рав-
номерно лучевой системы точек Al;d следующий “управляющий”, фун-
кционал:
 (Al;d) :=
lY
k=1
mkY
p=1


ak;pn2 jak;pj ;
где (t) = 12 
 
t+ t 1

:
Пусть D, D  C — произвольное открытое множество и w = a 2
D, тогда D(a) обозначает связную компоненту множества D, которая
содержит точку a. Для произвольной обобщенной (l; d)-равномерно
лучевой системы точек и открытого множества D, Al;d  D обозна-
чим через Dk (as;p) связную компоненту множества D (as;p)
T
Pk, ко-
торая содержит точку as;p, k = 1; l; s = k; k + 1, p = 1;mk, al+1;p :=
a1;p. Обозначим Dk(0) (соответственно Dk(1)) связную компоненту
множества D(0)
T
Pk (соответственно D(1)
T
Pk), содержащую то-
чку w = 0 (соответственно w =1).
Будем говорить, что открытое множество D, Al;d  D удовлетво-
ряет условию неналегания относительно системы точек Al;d если:h
Dk(ak;s)
\
Dk(ak+1;p)
i[h
Dk(ak;s)
\
Dk(ak;u)
i[
[h
Dk(ak+1;s)
\
Dk(ak+1;u)
i
= ?; (1.3)
k = 1; l; p; s; u = 1;mk; s 6= u для всех углов Pk:
Открытое множество D, f0g [ Al;d  D удовлетворяет условию
неналегания относительно системы точек f0g [Al;d если:h
Dk(ak;s)
\
Dk(ak+1;p)
i[h
Dk(0)
\
Dk(ak;p)
i[
[h
Dk(0)
\
Dk(ak+1;p)
i[h
Dk(ak;s)
\
Dk(ak;u)
i[
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[h
Dk(ak+1;s)
\
Dk(ak+1;u)
i
= ?; (1.4)
k = 1; l; p; s; u = 1;mk; s 6= u для всех углов Pk:
Открытое множество D, f1g [ Al;d  D удовлетворяет условию
неналегания относительно системы точек f1g [Al;d если:h
Dk(ak;s)
\
Dk(ak+1;p)
i[h
Dk(1)
\
Dk(ak;p)
i[
[h
Dk(1)
\
Dk(ak+1;p)
i[h
Dk(ak;s)
\
Dk(ak;u)
i[
[h
Dk(ak+1;s)
\
Dk(ak+1;u)
i
= ?; (1.5)
k = 1; l; p; s; u = 1;mk; s 6= u для всех углов Pk:
Аналогично, открытое множество D, f0;1g[Al;d  D удовлетво-
ряет условие неналегания относительно системы точек f0;1g [ Al;d
если: h
Dk(ak;s)
\
Dk(ak+1;p)
i[h
Dk(0)
\
Dk(ak;p)
i[
[h
Dk(0)
\
Dk(1)
i[h
Dk(1)
\
Dk(ak;p)
i[
[h
Dk(1)
\
Dk(ak+1;p)
i[h
Dk(0)
\
Dk(ak+1;p)
i[
[h
Dk(ak;s)
\
Dk(ak;u)
i[h
Dk(ak+1;s)
\
Dk(ak+1;u)
i
= ?; (1.6)
k = 1; l; p; s; u = 1;mk; s 6= u для всех углов Pk:
Систему областей fBkglk=1; будем называть системой частично не-
налегающих областей относительно системы точек Al;d, если
D :=
l[
k=1
Bk; (1.7)
и открытое множество D, удовлетворяет условию неналегания (1.3).
Систему областей B0 [fBkgnk=1; 0 2 B0; будем называть системой
частично неналегающих областей относительно системы точек f0g [
Al;d, если
D :=
l[
k=1
Bk
[
B0; (1.8)
и открытое множество D, удовлетворяет условию неналегания (1.4).
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Систему областей B1 [ fBkgnk=1; 1 2 B1; будем называть систе-
мой частично неналегающих областей относительно системы точек
f1g [Al;d, если
D :=
l[
k=1
Bk
[
B1; (1.9)
и открытое множество D, удовлетворяет условию неналегания (1.5).
Систему областей B0 [ B1 [ fBkgnk=1; 0 2 B0; 1 2 B1; будем
называть системой частично неналегающих областей относительно
системы точек f0;1g [Al;d, если
D :=
l[
k=1
Bk
[
B0
[
B1; (1.10)
и открытое множество D, удовлетворяет условию неналегания (1.6).
Пусть r(B; a) — внутренний радиус области B  C относительно
точки a 2 B (см. [4–7,17]).
В этой работе используются основные понятия и результаты те-
ории квадратичных дифференциалов с которыми можно ознакоми-
ться в работе [18].
Для произвольных чисел l; d 2 N пусть A(1)l;d обозначает обобщен-
ную (l; d)-равномерно лучевую систему точек, которые являются по-
люсами квадратичного дифференциала Q1(w)dw2, где
Q1(w)dw
2 =   w
l 2  1 + wl2d 1
1  iw l2
2d+1   1 + iw l22d+12 dw
2:
Пусть A(2)l;d обозначает обобщенную (l; d)-равномерно лучевую си-
стему точек, которые являются полюсами квадратичного дифферен-
циала Q2(w)dw2, где
Q2(w)dw
2 =
wl 2
 
1 + wl
2d 1
1  iw l2
2d+1
+

1 + iw
l
2
2d+12 dw2:
Пусть, также, A(3)l;d обозначает обобщенную (l; d)-равномерно луче-
вую систему точек, которые являются полюсами квадратичного диф-
ференциала Q3(w)dw2, где
Q3(w)dw
2 =   w
l 2  1 + wl2d
1  iw l2
2d+2   1 + iw l22d+22 dw
2:
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Аналогично, A(4)l;d обозначает обобщенную (l; d)-равномерно луче-
вую систему точек, которые являются полюсами квадратичного диф-
ференциала Q4(w)dw2, где
Q4(w)dw
2 =   w
l 2  1 + wl2d 2
1  iw l2
2d
+

1 + iw
l
2
2d2 dw2:
Для систем точек A(1)l;d ; A
(2)
l;d ; A
(3)
l;d ; A
(4)
l;d в случае справедливости соо-
тношений (1.2), имеем mk = d; k = 1; l.
2. Результаты
Предметом изучения данной работы являются следующие задачи.
Пусть l;m; d 2 N; причем m = ld. Определить максимум фун-
кционалов
(r (B0; 0)  r (B1;1))
l2
4 
lY
k=1
mkY
p=1
r (Bk;p; ak;p) ;
r
l2
4 (B1;1) 
lY
k=1
mkY
p=1
r (Bk;p; ak;p) ;
r
l2
4 (B0; 0) 
lY
k=1
mkY
p=1
r (Bk;p; ak;p) ;
lY
k=1
mkY
p=1
r (Bk;p; ak;p) ;
для произвольной обобщенной (l; d)-равномерно лучевой системы то-
чек, fB0; Bk;p; B1g – произвольная система частично неналегающих
областей, 0 2 B0;1 2 B1; ak;p 2 Bk;p  C, и определить все экстре-
мали.
Полученные в работе результаты, переносят результаты работ [12–
14] на класс частично неналегающих областей.
Theorem 2.1. Пусть l;m; d 2 N, m = ld, l  2. Тогда для прои-
звольной обобщенной (l; d)-равномерно лучевой системы точек Al;d =
fak;pg; удовлетворяющей условию (1.2),
 (Al;d) = 

A
(3)
l;d

;
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с множеством чисел fmkglk=1 таких, что удовлетворяют (1.1), и
произвольной системы частично неналегающих областей
fB0; Bk;p; B1g, 0 2 B0;1 2 B1; ak;p 2 Bk;p, B0; Bk;p; B1  C; удовле-
творяющей условию (1.10), справедливо неравенство:
(r (B0; 0)  r (B1;1))
l2
4 
lY
k=1
mkY
p=1
r (Bk;p; ak;p)


4
l +m
m


l
l +m
l
 

A
(3)
l;d

:
Theorem 2.2. Пусть l;m; d 2 N, m = ld, l  2. Тогда для прои-
звольной обобщенной (l; d)-равномерно лучевой системы точек Al;d =
fak;pg; удовлетворяющей условию (1.2),
 (Al;d) = 

A
(2)
l;d

;
с множеством чисел fmkglk=1 таких, что удовлетворяют (1.1), и
произвольной системы частично неналегающих областей fBk;p; B1g,
1 2 B1; ak;p 2 Bk;p, Bk;p; B1  C; удовлетворяющей условию (1.9),
справедливо неравенство:
r
l2
4 (B1;1) 
lY
k=1
mkY
p=1
r (Bk;p; ak;p) 

8
2m+ l
m


2l
2m+ l
 l
2


A
(2)
l;d

:
Theorem 2.3. Пусть l;m; d 2 N, m = ld, l  2. Тогда для прои-
звольной обобщенной (l; d)-равномерно лучевой системы точек Al;d =
fak;pg; удовлетворяющей условию (1.2),
 (Al;d) = 

A
(1)
l;d

;
с множеством чисел fmkglk=1 таких, что удовлетворяют (1.1), и
произвольной системы частично неналегающих областей fB0; Bk;pg,
0 2 B0; ak;p 2 Bk;p, B0; Bk;p  C; удовлетворяющей условию (1.8),
справедливо неравенство:
r
l2
4 (B0; 0) 
lY
k=1
mkY
p=1
r (Bk;p; ak;p) 

8
2m+ l
m


2l
2m+ l
 l
2
 

A
(1)
l;d

:
Theorem 2.4. Пусть l;m; d 2 N, m = ld, l  2. Тогда для прои-
звольной обобщенной (l; d)-равномерно лучевой системы точек Al;d =
fak;pg; удовлетворяющей условию (1.2),
 (Al;d) = 

A
(4)
l;d

;
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с множеством чисел fmkglk=1 таких, что удовлетворяют (1.1), и
произвольной системы частично неналегающих областей fBk;pg,
ak;p 2 Bk;p  C; удовлетворяющей условию (1.7), справедливо не-
равенство:
lY
k=1
mkY
p=1
r (Bk;p; ak;p) 

4
ld
ld
 

A
(4)
l;d

:
3. Доказательства
Доказательство теоремы 2.1. В случае частично неналегающих об-
ластей, открытое множество введенное соотношением (1.7), удовле-
творяет условию (1.6). Тогда, мы имеем
B0; Bk;p; B1  D; k = 1; l; p = 1;mk: (3.1)
Из (3.1), используя результаты работ [5, 17], мы получаем
r (B0; 0)  r (D; 0) ; r (B1;1)  r (D;1) ;
r (Bk;p; ak;p)  r (D; ak;p) ; k = 1; l; p = 1;mk: (3.2)
Перемножая неравенства (3.2), можем сделать вывод, что
(r (B0; 0)  r (B1;1))
l2
4 
lY
k=1
mkY
p=1
r (Bk;p; ak;p)
 (r (D; 0)  r (D;1)) l
2
4 
lY
k=1
mkY
p=1
r (D; ak;p) :
При этом, используя результаты работы [14], получаем оконча-
тельный результат.
Доказательства теорем 2.2, 2.3 и 2.4 аналогичны доказательству
теоремы 2.1.
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